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17 Intégrales impropres 45

18 Espaces euclidiens 47
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D Reliquats algébriques 65
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1.1. UN PEU DE THÉORIE

1.1 Un peu de théorie

Théorème des gendarmes :

Si un 6 vn 6 wn, ∀n ∈ N et un −→
n→∞

l et wn −→
n→∞

l alors vn −→
n→∞

l

Passage d’inégalités à la limite :

Si ∀n ∈ Nun 6 vn et un −→
n→∞

l1 et vn −→
n→∞

l2 alors l1 6 l2

Définition :

• un ∼
n→∞

vn lorsque un

vn
−→

n→∞
1

•• un =
n→∞

o(vn) lorsque un

vn
−→

n→∞
0

Définition :

Soit x0 au bord de D avec g ne s’annulant pas au voisinage de x0

• f(x) ∼
x→x0

g(x) lorsque f(x)
g(x) −→x→x0

1

•• f(x) =
x→x0

g(x) lorsque f(x)
g(x) −→x→x0

0

Proposition :

• Si un ∼ vn et vn ∼ wn alors un ∼ wn

•• Si un ∼ vn et vn = o(wn) alors un = o(wn)

• Si un = o(vn) et vn = o(wn) alors un = o(wn)

• Si un = o(vn) et λ ∈ R alors λun = o(vn)

• Si un = o(vn) et µ ∈ R∗ alors un = o(µvn)

• Si un ∼ vn alors wnun ∼ wnvn

• Si un = o(vn) alors wnun = o(wnvn)

• Si un ∼ vn et u′n ∼ v′n alors unu′n ∼ vnv′n

• Si un = o(vn) et u′n = o(vn) alors un + u′n = o(vn)

1.2 Calculs effectifs

DLs usuels :

1. sinx = x− x3

3! + x5

5! + o(x5)

2. cos x = 1− x2

2! + x4

4! + o(x5)

3. ex = 1 + x + x2

2! + x3

3! + o(x3)

4. ln(1 + u) = u− u2

2 + u3

3 + o(u3)

5. 1
1−v = 1 + v + v2 + o(v2)

6. (1 + u)α = 1 + αu + α(α−1)
2! u2 + α(α−1)(α−2)

3! u3 + o(u3) (α ∈ R)
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

7. tanx = x + x3

3 + o(x4)

Lemme

Si f(x) ∼
x→a

g(x) et g(x)−→
x→a

l alors f(x)−→
x→a

l

Lemme

Si f(t) ∼ g(t) et g(t) −→ 0+ alors ln f(t) ∼ ln g(t)

Preuve :

ln f(t) ∼ ln g(t) ⇐⇒ ln f(t)
ln g(t)

−→ 1

⇐⇒ ln f(t)
ln g(t)

− 1 −→ 0

⇐⇒ ln f(t)−ln g(t)
ln g(t)

−→ 0

⇐⇒
ln

“
f(t)
g(t)

”
ln g(t)

−→ 0

Or f(t) ∼ g(t) ⇐⇒ f(t)
g(t)

−→ 1 donc ln
“

f(t)
g(t)

”
−→ 0

De plus ln g(t) −→ −∞ car g(t) −→ 0+

Donc
ln

“
f(t)
g(t)

”
ln g(t)

−→ 0 d’où ln f(t) ∼ ln g(t) si f(t) ∼ g(t) et g(t) −→ 0+ �

♣ Exercice

Déterminer la limite en +∞ de
`
1 + 1

n

´n
puis de

`
1 + 1

n2

´n
puis

`
1− 1

n

´n2

„
1 +

1

n

«n

= en ln(1+ 1
n ) = en( 1

n
+o( 1

n
)) −→

n→∞
e

•

„
1 +

1

n2

«n

= e
n ln

“
1+ 1

n2

”
= e

n( 1
n2 +o( 1

n2 )) −→
n→∞

1

car n( 1
n2 + o( 1

n2 )) ∼ 1
n
→ 0 •

„
1− 1

n

«n2

= en2 ln(1− 1
n ) = en2(− 1

n
+o( 1

n
)) −→

n→∞
0

car n2(− 1
n

+ o( 1
n
)) ∼ −n → −∞ •
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2.1. RÉDIGER UNE RÉCURRENCE

2.1 Rédiger une récurrence

• Énoncer soigneusement la porposition P(n)

•• Initialisation

• Hérédité

• Conclure par le principe de récurrence
�

2.2 Formules trigonométriques

Rappel

cos2 θ + sin2 θ = 1

Dérouler le formulaire

ei(a+b) = eiaeib = (cos a + i sin a)(cos b + i sin b) = cos a cos b− sin a sin b + i(cos a sin b + cos b sin a)

Donc en identifiant parties réelles et parties imaginaires :

♠ cos(a + b) = <(ei(a+b)) = cos a cos b− sin a sin b

♠ sin(a + b) = =(ei(a+b)) = cos a sin b + cos b sin a

♠ cos(2a) = cos(a + a) = cos2 a− sin2 a = 1− 2 sin2 a = 2 cos2 a− 1

♠ sin(2a) = sin(a + a) = 2 cos a sin a

♠ cos(a− b) = cos a cos b + sin a sin b

♠ sin(a− b) = cos b sin a− cos a sin b

♠ tan(a + b) =
sin(a + b)

cos(a + b)
=

cos a sin b + cos b sin a

cos a cos b− sin a sin b
=

sin b + tan a cos b

cos b− tan a sin b
=

tan b + tan a

1− tan a tan b

♠ tan(a− b) =
sin(a− b)

cos(a− b)
=

cos b sin a− cos a sin b

cos a cos b + sin a sin b
=

tan a cos b− sin b

cos b + tan a sin b
=

tan a− tan b

1 + tan a tan b

♠ cos2 a =
1 + cos(2a)

2

♠ sin2 a =
1− cos(2a)

2

♠ sin a cos b =
1

2
(sin(a + b) + sin(a− b))

♠ cos a cos b =
1

2
(cos(a + b) + cos(a− b))

♠ sin a sin b =
1

2
(cos(a− b)− cos(a + b))

cos, sin et tan en fonction de tan θ
2

:

tan2 θ

2
=

sin2 θ
2

cos2 θ
2

=
1− cos2 θ

2

cos2 θ
2

donc

cos2
θ

2
(1 + tan2 θ

2
) = 1 =⇒ cos2

θ

2
=

1

1 + tan2 θ
2
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CHAPITRE 2. MISE AU POINT PRÉTAUPINALE

or cos2 θ
2

= 1−cos θ
2

donc :

♠ cos θ =
1− tan2 θ

2

1 + tan2 θ
2

sin θ = 2 sin
θ

2
cos

θ

2
= 2 tan

θ

2
cos2

θ

2

donc

♠ sin θ =
2 tan θ

2

1 + tan2 θ
2

tan θ =
sin θ

cos θ
=

2 sin θ
2

cos θ
2

cos2 θ
2
− sin2 θ

2

donc

♠ tan θ =
2 tan θ

2

1− tan2 θ
2

♣ Exercice

Calculer cos u + cos v

cos u + cos v = <(eiu + eiv)

donc

eiu + eiv = ei u+v
2

“
ei u−v

2 + ei v−u
2

”
= ei u+v

2

“
ei u−v

2 + e−iu− v2
”

=
“
cos(

u + v

2
) + i sin(

u + v

2
)
”“

cos(
u− v

2
) + i sin(

u− v

2
) + cos(−u− v

2
) + i sin(−u− v

2
)
”

=
“
cos(

u + v

2
) + i sin(

u + v

2
)
”“

2 cos(
u− v

2
)
”

et donc

cos u + cos v = <
“
2
“
cos(

u + v

2
) + i sin(

u + v

2
)
”“

cos(
u− v

2
)
””

= 2 cos(
u + v

2
) cos(

u− v

2
)

♣ Exercice

Résoudre cos x + cos 2x + cos 3x > 0 sur [0; π]

cos x + cos 2x + cos 3x = <
“
eix + ei2x + ei3x

”
or

eix + ei2x + ei3x = eix
“
1 + eix + ei2x

”
= eix

“
1 + eix + (eix)2

”
donc pour x 6= 0

eix + ei2x + ei3x = eix

„
1− ei3x

1− eix

«
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or

1− ei3x = ei 3x
2

“
e−i 3x

2 − ei 3x
2

”
= ei 3x

2

„
cos(−3x

2
)− i sin(

3x

2
)− cos(

3x

2
)− i sin(

3x

2
)

«
= ei 3x

2

„
−2i sin(

3x

2
)

«
de plus

1− eix = ei x
2

“
e−i x

2 − ei x
2

”
= ei x

2

“
−2i sin(

x

2
)
”

donc

eix

„
1− ei3x

1− eix

«
= eix

 
ei 3x

2
`
−2i sin( 3x

2
)
´

ei x
2
`
−2i sin(x

2
)
´ !

= ei2x

„
sin( 3x

2
)

sin(x
2
)

«
d’où

cos x + cos 2x + cos 3x = cos(2x)

„
sin( 3x

2
)

sin(x
2
)

«

On conclut par une étude de signe.
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3.1. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES D’ORDRE 1

3.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Fait :
{y1 + y2 | y2 ∈ SH} = SE avec y1 ∈ SE

Preuve :

F {y1 + y2 | y2 ∈ SH} ⊂ SE

y1 est une solution particulière fixée de

(E) ay′′ + by′ + cy = d

Soit y ∈ F (avec F = {y1 + y2 | y2 ∈ SH}), ∃y2 ∈ SH ; y = y1 + y2

On a alors ay′′ + by′ + cy = a(y1 + y2)
′′ + b(y1 + y2)

′ + c(y1 + y2)

donc comme ay′′2 + by′2 + cy2 = 0 et ay′′2 + by′2 + cy2 = d on a y ∈ SE

d’où F ⊂ SE

F {y1 + y2 | y2 ∈ SH} ⊃ SE

Soit y ∈ SE , ay′′ + by′ + cy = d et ay′′1 + by′1 + cy1 = d

donc a(y − y1)
′′ + b(y − y1)

′ + c(y − y1) = 0

donc (y − y1) ∈ SH et y = y1 + (y − y1)

donc y ∈ F d’où SE ⊂ F

Conclusion : SE = F �

Théorème :

Si a est une application continue sur un intervalle I alors les solutions de y′(t) + a(t)y(t) = 0 sont
les applications t 7→ Ke−A(t) avec K ∈ R et A une primitive de a

Théorème :

SE 6= ∅

Preuve :

Soit A une primitive de a. Il suffit de prendre pour K une primitive de t 7→ b(t)eA(t) pour avoir
y′ + ay = b �

3.2 Equations différentielles d’ordre 2

Proposition :

ay′′ + by′ + cy = 0 (H)
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES

aλ2 + bλ + c = 0 (C)

• Si (C) possède 2 solutions réelles λ1 6= λ2

SH,R =
n

t 7→ K1e
λ1t + K2e

λ2t | K1, K2 ∈ R
o

SH,C =
n

t 7→ K1e
λ1t + K2e

λ2t | K1, K2 ∈ C
o

•• Si (C) possède 2 solutions complexes conjuguées λ1 = α + iβ et λ2 = α− iβ

SH,R =
˘
t 7→ C1 cos(βt)eαt + C2 sin(βt)eαt | C1, C2 ∈ R

¯
SH,C =

n
t 7→ K1e

λ1t + K2e
λ2t | K1, K2 ∈ C

o
• Si (C) possède une racine double λ0

SH,R =
n

t 7→ K1e
λ0t + K2te

λ0t | K1, K2 ∈ R
o

SH,C =
n

t 7→ K1e
λ0t + K2te

λ0t | K1, K2 ∈ C
o

Proposition :

Si ay′′ + by′ + cy = P (t)eλ0t avec a, b, c constantes réelles, P application polynomiale et λ0 ∈ C
alors il existe une solution particulière de la forme y(t) = Q(t)eλ0t avec Q une application polynomiale

et deg Q =

8<:
deg P lorsque λ0 n’est pas racine de (C)
1 + deg P lorsque λ0 est racine simple
2 + deg P lorsque λ0 est racine double

Remarque :

Pour les changements de variable, cf. Appendice A.
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4.1. CALCULS DANS C

4.1 Calculs dans C

Propriété :

– z1 + z2 = z1 + z2

– z1z2 = z1 · z2

– |z1z2| = |z1| · |z2|
– |z|2 = z · z

Proposition :

– Si z1, z2 ∈ C, alors |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|
– |z1 + z2| = |z1|+ |z2| ⇐⇒ z1 et z2 sont positivement liés

Preuve :

F Si α, β > 0 alors α 6 β ⇐⇒ α2 6 β2

Or |z1 + z2| et |z1|+ |z2| > 0 donc

|z1 + z2| 6 |z1|+ |z2| ⇐⇒ |z1 + z2|2 6 (|z1|+ |z2|)2 (I)

- Comme |z|2 = z · z,

(I) ⇐⇒ (z1 + z2)(z1 + z2) 6 z1z1 + z2z2 + 2|z1| · |z2|
⇐⇒ z1z1 + z2z2 + z1z2 + z2z1 6 z1z1 + z2z2 + 2|z1| · |z2|
⇐⇒ z1z2 + z2z1 6 2|z1| · |z2|
⇐⇒ Z + Z 6 2Z

En posant Z = z1z2

⇐⇒ <(Z) 6 |Z|

Ce qui est vérifié puisque a2 6 a2 + b2 ⇒ a 6 |a| 6
√

a2 + b2 en prenant Z = a + ib �

FF

• Supposons que z1 et z2 soient positivement liés. Montrons que |z1 + z2| = |z1|+ |z2|
Si z1 = λz2 (λ ∈ R+) :

|z1 + z2| = |λz2 + z2| = (λ + 1)|z2| = |λz2|+ |z2| = |z1|+ |z2|

Idem si z2 = λz1

•• Supposons |z1 + z2| = |z1|+ |z2|. On a alors |z1 + z2|2 = (|z1|+ |z2|)2
c’est-à-dire z1z2 + z1z2 = 2|z1||z2|
soit <(z1z2) = |z1z2|
|Z| = <(Z) ⇐⇒ Z ∈ R+ donc z1z2 est dans R+

Si z1 = 0 alors z1 = 0 · z2

Si z 6= 0 alors z2 = Z
z1

= Z
|z1|2

z1 avec Z = z1z2 ∈ R+ et |z1|2 = z1z1 ⇒ 1
z1

= z1
|z1|2

�

4.2 Forme complexe

Définition :
U = {z ∈ C ; |z| = 1}

Proposition 1 :
∀θ ∈ R, eiθ ∈ U
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Proposition 2 :
Si z ∈ U, alors ∃θ ∈ [−π; π] tel que z = eiθ

Preuve :

Soit z = a + ib. On a |z|2 = 1 = a2 + b2. On cherche θ tel que cos θ = a et sin θ = b

a2 6 a2 + b2 = 1 donc −1 6 a 6 1, donc ∃ϕ ∈ [0; π] tel que cos ϕ = a

b2 = 1− a2 = 1− cos2 ϕ = sin2 ϕ donc8<:
b = sin ϕ → z = cos ϕ + i sin ϕ = eiϕ

ou

b = − sin ϕ → z = cos ϕ− i sin ϕ = ei(−ϕ) , (−ϕ) ∈ [−π; 0]

�
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